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APROKSIMACUA RASTNIH FTJNKCU S KT'BIdNIMI ZI-r,PKI
ArrtON CEDIIJ.IIK*
Inletek
V dlanku so izpeljane formule za dotodanje kubidnega 4-"pt u p-rv:g3 ,!?" minimalnim drugtry
odvodom, ki r|aj"ima vozle v danih todkah in mori biti naraidajog.. Zahteva po monotonosti
privede do nefinlarnega konveftsnega programa' ki ga re5imo numeridno.
Kjulne besede: rastla fiotkcija, aprot<sbnacija, Iotbilni zlepd<, monoton zlepeh nelinearcn
pqmm
APPRO)ilI\{A'TION OF GROWIH FTJNCTIONS WI['H CTTBIC SPLINES
Anton CEDILNIK*
Abstact
In the article we deduce the formulae for determination of the cubic spline of the first order, with
minimal second derivative. The knots are in given points and the spline has to increase. This
demand leads us to a nonlinear oonvo( program, which is sohed numerically.
Kqt wotds: growtttfuttctba appraximatio4 cubic splitu, inoeasing splitu, nonliruarprograntming
* dr., docent, Gozdarski oddelek BiotehniSke fakultete,6l0m Ljubljana, Vedna pot 83
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Zatetrn in osnovni problem, s katerim se sredamo potem, ko premerimo drevesne
letnice, je, kako dobljene podatke aprolsimirati s funkcijo, na kateri se da uporabiti
analitidne metode. V navadi je, da aproksimacijo izvedemo s kako analitidno (vedinoma
elementarno) funkcijo, ki seveda podatke le pribliino uboga, pogoste so pa tudi hude
anomalije v prilagajanju. Tale zapis naj bi bil konstruktivna kritika tega posla.
V (Cedilnik 19S6) je izpeljana metoda, kako iz podatkov dobimo najbolj5o tgdkoyng
aproksimacijo. Prepridani smo, da bolj grobe aproksimacije niso smiselne iz dveh
razlogov:
(1) obstajajo numeridne metode, ki nam z dolodeno natandnostjo poi5dejo vse z-ahtevane
zakljudke;
Q) eeZe Zelimo imeti povsod definirano aproksimacijo, moremo uporabiti interpolacijo
zzlepkr.
Tu se bomo ukvarjali z depl<t, saj numeridne metode, ki jih omenjamo, nimajo prav za
rastne funkcije nekih specifidnih mehanizmov.
Zlepek, ki ga bomo uporabili, mora imeti po potrebi prevoje, obenem pa naj bo dim
niije stopnje. S tem je Ze odlodeno, da gre za kubidni zlepek.
Nadalje bomo zahtevali, da je wezno odvedljiv. Ta zahteva je morda pretirana, saj
prirastna funkcija ni vselej Tte^ta (obdasne hude motnje v prira5danju doZivi praktidno
vsako drevo), je pa skoraj povsod zltezJra. Nasprotno bi zlepek brez zahteve po nezni
odvedljivosti ne imel skoraj v nobenem vozlu areznegaodvoda.
Naslednja zahteva [e "pohlevnost" zlepka. To zahtevo izpolnimo z minimalnostjodrugega odvoda v Zo-normi, kar razumemo tako, da rastni pospeSek ne more biti zelo
velik, de pa je ,fr, je le malo dasa.
Zlepek, kakrlnega smo zahtevali, bi bil torej povsem obidajen kubidni depek prvega
reda, de ne bi bilo sicer samoumevne, matematidno pa zelo neprijetnezahteve, da naj bo
monoton, torej nara5dajod.
x Xo Xr ... X"
v Io Ir ... Vn
Tabela 1
Dana je tabela l. 7.anjo naj velja:
f r  >1,
. I g ( X 1  1 , . .  1 X n ,
lo=1r3. . .3y*
ISdemokubidnizlepekS = {/=l f + n* + Ci*+ Di I i= f...,n },ki(P1) bo $el skozi vozle @i,yi ) (i = 1,..,n),(P2) bo wezll'^ odvedljiv,
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(P3) bo monotona tunkcija in
if+;U" pri izplnjenih prej5njih pogojih imel drugi odvod minimalen v Lzlxsxnl- normi.
Najpr"j bomo pokazah, da obstaja kubidni depelq ki ustreza pogojem (P1) - (P3).
Vnaprej naj inaz htbilni polinom pomeni polinom stopnje s 3.
LEMA 1.7-a todki (xo , yo ) in (xr , yr ) (xo 1 xr, .yo < /r) obstaja kubidni polinom, za
katerega sta to stacionarni todki, na intervalu med todkama pa nara5da.
Dokaz. Naj boy =.4f + n* + & + D.7.ata polinom torej velja:
-AA +faB *xsc +D :!o
x3A +x|n +xtc *D =yr
lfve +bP +C :Q
3*Ta +?x1B +c -o
Izradunajmo glavno determinanto sistema:
fr firor
x3r * l  4t
fruo 1o
srtz\ 1 o
: ( \ -xs)a*0.
Parametri AB,C,D so torej enolidno dolodeni. Iz sistema se tudi vidi, da je y ali konstanta
ali pa polinom natandno tretje stopnje, iz desar pa potem sledi tudi monotonost na
[xo,xrl. QED
TRDITEV 2. Vedno obstaja zatabela 1 kubidnizlepelg ki ustreza pogojem (P1) - (P3).
Dokaz. Trditev sledi iz leme 1, de na 'vsakem intervalu Wi-rtil $ : 1,..,n) naredimo v lemi
opisano kubidno interpolacijo. QED
Najprej re5imo nalogo zapnmer n : | .
e*3+Bxzo+Cro* D:yo
et l+nx?+Cq+D:y,
V,r 
€ [xo,rr l :  3Axz + ?Bx+ C > 0
Pri teh pogojih naj bo , : ? (* * u)'* minimalen.
t o '
It - lo rilo - xd/r
ReSevanje j  preprosto, saj Ze vnaprej vemo, da je re5itev linearna:
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Odslej naj bo n > 7. Natandno formulirajmonalogo!
kjer smo oznadili
= {o,f + bi? * cit + d; I r = + e [0,1 J;i = 1,...,n1
da bodo veljali pogoji (P1):
' i 
= li-t (i : lr..rn)
a; *b ; *c ; *d i=y ;
pogoj (P2):
in pogoj (P3):
Vr e [QU: 3ai? + 2bit + c; ] 0 (i:1.,...,n), (4)
da bo izpolnjen 5e pogoj (P4), torej da bo minimalen izraz
n x i
r : )  !  e i4( tu i t+zb;)zdx
i :  I  x ; _ 1
Uvedimo 5e eno oznako:
'i : yi - !i-r > 0 (t = Lr...,fl
Z enabami (1) so eliminiran e neananke d;, z enadbami (2) pa 5e neznanke b;:
i= f i -o t -c i  ( i=1, . . . ,n (5)
Uvedimo posebne oanake za odvode depka S v todkah tabele 1.
Qdvod v todki @ I yi ) naj bo z; 0 = 0,...,n). Potem je mogode pogoje (P2) oziroma enadbe(3) zapisati 5e drugade:
C 1
t r :  to '
| f tr,  + ?.bi+ ci ) = #: zi ( i  :  l , . . . , f t  - L) ,
*rto, 
* %n + cn) : zn .
l"(6) in (7) sledi:
' i: eiZi-r (i : lr...rn
i  = x i - r i - r  > 0 ( t  :  t , . . . r f l
(i : -l,r.rn),
(1)
(2)
(3)
(6)
(7)
(8)
(e)
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Iz (5), (7), (8) in (9) pa potem 5e dobimo:
i = ei Qi + zi-) - Zfi (i = 1,...,n (10)
pogoje(4) .&v(4)Ostale so nam samo 5e neznanke zi . Poskusimo z njimi izraziti
vstavimo t: Aaht = 1, dobimo:
>00=O," , f l (11)
Nato naj bo 0 < r < 1in obravnavajmo i-ti pogoj tz(4). Vanj vstavimo (5), (9) in (10) in
ga takole preoblikujmo:
3ei\ i*zi-r) -6f i  = #j * T Q2)
Ocena (12) velja za vsak t € (0,1) , torej predvsem za tisti to , a katerega je izraz na
desni strani oceno minimalen:
'/V;
+^ - _----.!t-
' o -  
'E+, {4_t '
pri demer smo predpostavili, da sta 4 in 4t razlidna od 0. Toda prav v vseh primerih
potemvelja:
3ei (zi + zi-r) - 6fi = ei (rlzi + ,/zi-, 12 ,
oziroma, de uvedemo 5e eno oznako:
i: 3f;/e; (i: 'L,.rn)
veljavkondni obliki:
i * ziq -,,/zFi-r = gi (i = 1,...,n)
DodelajmoSewrazzas !
n 1
s : 4 2 ri t  t  l lait * b;)zdt :
i= l  0
: 4s* +tD&rci,
kjerje
: 4 > e;3 lsal * 3a;b; + bl1 =
. 
=,i 
* 
Of I zizi-r + z?-, - siz; - Bizi-r )
Seveda jes minimalen natanko tedaj, ko je minimalen s*.
Iskanje minimuma tunkcije st v (14) ob pogojih (11) in (13) je nelinearen program.T-a
vsak i je obmodje, dolodeno z oceno (13), zaprta konveksna mnoZica. MnoZica molnih
(13)
(14)
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re5itev je tedaj zaprtakonveksna mnofica, omejena r;rradi tega, ker je zi.4gi 13 zai:
l , . - , t t  (z.adok,azvstavimov(13):zt:4gi/3*w,w >0) in zi  s4&+t13 zai=0,. . . ,n-7
(zadokazvstavimov(13): zi= Ei+i3 * w,w > 0), ternepraznarker jezsE... E zn= 0
tudi moina re$itev. Skratka, mnoZica moinih re5itev je neprazna konvelsna kompalcna
mnoiica tn P*1 . Powhu *"gu pa jes* ^terrain ceto tonveksna funkcij a.Tatopioblem
ni,zahteven teoretidno, pad pu fu ridunsko. ce neznanke zi nadomestimo 
" 
nooimir z; :
uf guse v (13) znebimb k6renov, ki niso povsod odvedljive funkcije), lahko napiSemo
Kuhn-Tuckerjev sistem, ki pa, kot kaZe, nima preproste eksaltne re5iwe. 7-atopoiSdimo
re5itev numeridno, z iteriranjem.
7-a zaletne wednosti neznank izberimo: zg -... =zn =0, potem pa z:tpr:ltedoma
popravljajmo neznanke od 0 do n, pa spet od 0 do n ... tako, da so pogoji (13) 5e veljavni,
da pa se s* dim bolj ananjla. Izpeljava ustreznih formul ni teZka, ima pa zelo veliko
parcialnega sklepanja, zato napi5imo le rezultate. Simbolz; naj pomeni prvotni pribliiek,
simbolz;' pa novi pnbliZek.
Radunanjezs':
zt 3 8t* z0' = (gt - z1)/2
1 - - - r
zt2 h* Zo' = iLzet 
-  z1 -, l i@=3,l
Radunanjezi (0<i<-n):
p= at+r (Bi 
- zi-i * et (gi+r - zi+r)
Z(e*r * ei)
q = 1[-* I,{rA -,re=E;,\q; - {W;%, o }]'
1
, : ;min{k i -z i - r  *
P =q +z i '  :Q
P>q *Z i ' : r
Radunanjeza'
M,2gi*t-zig+ff i ,2p1
Zn-t 3 gn + zn' :  (9" - zn_1)/2
W^-zn-t-ffir\Zn- t2Bn  *Zn
' : - l
2
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SUMMARY
APPROXIMATION OF GROWTH FUNCTIONS WITH CUBIC SPLINES
We have the following problem: through the given knots (whose coordinates are both
increasing) we want to send a cubic spline, which is continuously differentiable, is
everywheie increasing and has L?-minimal second derivative. We fiistly show that such
a spline exists and we express its coefficients with the values of the first derivative in the
knots. For these values we get (because of the demand for incresing) a nonlinear convex
program, for which we deduce an iterative numerical method of solving.
Such a spline could be used for the interpolation of data of a growth function, if the
elTors of measurings are small. We claim that this inteqpolation provides a better result
than an approximation with a questionable analitic funciion.
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